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be a free group on m "xed generators. We study properties of the space G
m
of all the ("nitely
generated) quotient groups of ‚
m
. This space has a natural topology, in which it is compact, and a natural
equivalence relation, the relation of isomorphism. We prove that the quotient of the borelian structure of
G
m
by this equivalence relation is not standard. Furthermore, we show, using methods inspired from those of
Gromov, that some &&exotic’’ groups are generic in the closure, in G
m
, of non-elementary Gromov-hyperbolic
groups without torsion, or more generally with cyclic centralizers. ( 2000 Elsevier Science Ltd. All rights
reserved.
1. Introduction
Appelons groupe marqueH la donneH e d’un groupe et d’une famille geH neH ratrice de ce groupe.
Un morphisme marqueH entre deux groupes marqueH s est un morphisme des groupes qui envoie
la famille geH neH ratrice de l’un sur celle de l’autre (en particulier un tel morphisme est
surjectif ).
Fixons un m-uplet (e
1
,2 , em ) et consideH rons le groupe libre marqueH ‚m dont c’est le syste‘ me
geH neH rateur privileH gieH . L’eH tude des groupes marqueH s par m geH neH rateurs a‘ isomorphisme marqueH pre‘ s
revient donc a‘ l’eH tude des groupes quotients de ‚
m






l’ensemble des groupes quotients du groupe libre ‚
m
(que l’on peut aussi voir comme
l’ensemble des sous-groupes normaux de ‚
m
). Cet ensemble est muni d’une topologie naturelle,
deH "nie au paragraphe 2 (en fait la topologie de Chabauty pour la structure de groupe topologique
discret de ‚
m





est aussi muni d’une relation d’eH quivalence &naturelle, la relation d’isomorphisme.
Nous montrerons au paragraphe 3 que les classes d’eH quivalence de cette relation sont induites par
un pseudo-groupe deH nombrable d’applications continues. De plus ces classes eH tant deH nombrables,
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le quotient de la tribu des boreH liens de G
m
par la relation d’eH quivalence est la tribu des boreH liens sur
l’espace quotient G
m
/&. Nous montrerons qu’elle n’est pas standard:
TheH ore‘ me 1.1. Pour m*2, il n1y a pas d1injection mesurable de G
m
/& sur R, c1est-a‘ -dire
d1application bore& lienne de G
m
dans R, constante sur les classes d1e&quivalence de G
m
et les seH parant.
Autrement dit on ne peut pas classer a‘ isomorphisme pre‘ s les groupes de type "ni par un reH el de
manie‘ re mesurable (au sens des boreH liens de G
m
).
Les reH sultats suivants prolongent des ideH es de M. Gromov sur les groupes hyperboliques dans
[12]. Nous renvoyons a‘ [6, 10, 12, 21] pour les deH "nitions et les reH sultats utiliseH s sur les groupes
hyperboliques. Dans [12] Section 5.5 (voir aussi [10] chap 12]) Gromov propose de fait d’obtenir
des groupes remarquables comme limites de groupes hyperboliques dans G
m
. La meH thode de
Gromov est inspireH e de constructions de groupes in"nis de torsion d’A.Y. Ol’shanskii [4]. Notons
que celui-ci a depuis obtenu comme quotients de groupes hyperboliques sans torsion quelconque
des groupes in"nis de torsion posseH dant une borne pour l’ordre de tous ses eH leHments (voir [19]).
L’espace G
m
contient une partie deH nombrable dense, l’ensemble des groupes quotients de ‚
m
de
preH sentation "nie. D’apre‘ s un reH sultat d’Ol’shanskii ([18], voir aussi [3, 5]) un groupe pris &&au
hasard’’ dans un sens fort parmi cette partie deH nombrable est hyperbolique et non eH leHmentaire
(c’est-a‘ -dire non virtuellement cyclique, ce qui impose pour un groupe hyperbolique qu’il contient
un sous-groupe libre a‘ deux geH neH rateurs).
NotonsH
m
l’adheH rence dans G
m
de l’ensemble des groupes hyperboliques non eH leHmentaires. Cet
ensemble ne contient donc que des groupes in"nis.
Nous montrerons que H
m
est un ensemble de Cantor dans G
m
.
TheH ore‘ me 1.2. ‚1ensemble H
m
contient une partie Gd dense de groupes marqueH s in,nis de torsion
(c1est-a‘ -dire dont tous ses eH leH ments sont d1ordre ,ni).
ConsideH rons maintenantH##
m
l’adheH rence dans G
m
de l’ensemble des groupes hyperboliques, non
eH leHmentaires et dont les centralisateurs de tous les eH leHments sont cycliques, "nis ou in"nis (on dira
que le groupe est a‘ centralisateurs cycliques).
Cet ensemble contient par exemple les groupes ayant une preH sentation a‘ petite simpli"cation
C @ (1/6) (voir le Section 5.3). Nous renvoyons a‘ [15] et a‘ [5] pour tous les reH sultats et notations de
petite simpli"cation que nous utiliserons dans cet article.
L’ensembleH##
m
contient aussi les groupes fondamentaux des varieH teH s riemanniennes compactes
orientables a‘ courbure strictement neH gative ou plus geH neH ralement tous les groupes hyperboliques
sans torsion. En e!et dans un groupe hyperbolique, le centralisateur de tout eH leHment d’ordre in"ni
est virtuellement in"ni cyclique (c’est-a‘ -dire contient un groupe in"ni cyclique d’indice "ni). Or un
groupe virtuellement cyclique sans torsion est in"ni cyclique (c’est une application d’un theH ore‘ me
de Schur de cohomologie des groupes, voir par exemple [22, p. 250; 1, p. 96]). On notera
H45
m
l’adheH rence dans G
m
des groupes hyperboliques non eH leHmentaires sans torsion.
Remarquons aussi que lorsque n tend vers #R, un groupe de preH sentation "ni de G
m
dont les
relations sont prises au hasard parmi les mots de longueurs majoreH es par n de ‚
m
(ce qui est un sens
plus faible mais plus naturel que preH ceH demment pour prendre un groupe &&au hasard’’, voir [5])
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a une probabiliteH qui tend (exponentiellement) vers 1 d’e( tre a‘ petite simpli"cation C @(1/6), non
eH leHmentaire et sans torsion, donc d’appartenir a‘ H##
m
.




sont aussi des ensembles de Cantor, d’inteH rieurs vides dans H
m
.
TheH ore‘ me 1.3. ‚1ensembleH##
m
contient une partie Gd dense de groupes marqueH s posseH dant chacun les
proprieH teH s suivantes:
(1) sa classe d1eH quivalence est dense dans H##
m
.
(2) il contient tous les groupes ,nis a‘ centralisateurs cycliques.
(3) il posse‘ de la proprieH teH „ de Kazhdan.
(4) il est donc non moyennable (et a‘ croissance exponentielle) car in,ni, mais il ne contient pas de
groupe libre a‘ deux geH neH rateurs.
(5) il est parfait et engendreH par deux eH leHments.
(6) il n1a aucun quotient ,ni.
Ce reH sultat est eH galement valable, en enlevant la proprieH teH 2, dans H45
m
.
Ces deux derniers theH ore‘ mes sont des conseH quences du TheH ore‘ me 5.19 et son Corollaire 5.21 de
cet article, inspireH s de Gromov [12]. L’application 6 du theH ore‘ me preH ceH dent m’a eH teH suggeH reH e par
FreH deH ric Haglund, les autres reH sultats par Etienne Ghys.
Je remercie particulie‘ rement A.Yu. Ol’shanskii, qui m’a indirectement signaleH dans [20] un oubli
dans un lemme de [3].
Cet article reprend essentiellement des reH sultats de [3], a‘ la correction eH voqueH e pre‘ s modi"ant
ces deux derniers theH ore‘ mes. Certains lemmes sont tre‘ s proches de ceux obtenus (simultaneHment)
par Ol’shanskii dans [20] (comparer [20] Lemmes 4.1 et 4.2 et le Lemme 5.9 de cet article). Notre
but commun est, suivant Gromov [12, Section 5.5], de quotienter un groupe hyperbolique par des
eH leHments d’un certain type, dits a‘ petite simpli"cation relative, ce qui preH serve l’hyperboliciteH . Une
di$culteH (amenant a‘ corriger certains eH nonceH s de Gromov) apparait dans certains groupes pour
trouver de tels eH leHments. Notons en particulier le ro( le, pour l’existence de ces eH leHments dans un
groupe hyperbolique quelconque C, d’un sous-groupe "ni de C, son &&centre virtuel’’ Z7*35(C) (voir
Paragraphe 5.1) introduit dans [3], ou &&elementarizer11 E (C) de [20] (les reH sultats d’Ol’shanskii sont
complets dans cette direction, voir notre TheH ore‘ me 5.19 et son commentaire). Dans le but de
corriger le TheH ore‘ me 5.5.A de [12], Ol’shanskii construit explicitement des eH leHments a‘ petite
simpli"cation relative. Dans [3] et cet article je montre, pour d’autres applications, que ces
eH leHments existent dans les groupes hyperboliques a‘ centralisateurs cycliques parce qu’ils y sont
statistiquement geH neH riques, meH thode classique releveH e ici dans une phrase de Gromov au para-
graphe 5.5.F de [12]. Notons incidemment que les eH leHments choisis par Ol’shanskii ne sont pas de
type geH neH rique, mais existent dans tout groupe hyperbolique.
2. Topologie sur l:espace des groupes marqueH s
Le groupe libre ‚
m
sera toujours muni de la meH trique des mots associeH e au syste‘ me geH neH rateur
e
1
,2 , em . Cette meH trique rend les translations a‘ gauche isomeH triques sur ‚m et donc induit une
meH trique sur tout groupe quotient de ‚
m
, la meH trique des mots pour le syste‘ me geH neH rateur quotient.
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Notons B
Lm
(n) la boule de rayon n dans ‚
m



















Cela munit l’espace P
m








qui en fait un espace totalement discontinu. L’espace G
m


















On peut voir la topologie surG
m
en terme de meH trique des mots sur les groupes marqueH s. En e!et



















comKncident sur la boule de rayon 2n de ‚
m
si et seulement si il existe




qui est bijective sur les familles geH neH ratrices
privileH gieH es (cette application ne pouvant bien su( r pas, en geH neH ral, se prolonger en un morphisme
entre les deux groupes).
Le fait suivant est eH leHmentaire:









une suite d’eH leHments de G
m





qui ont la me(me trace sur la boule B
Lm
(n). Par un proceH deH diagonal,
il existe donc une partie N de ‚
m







clair que N est un sous-groupe normal de ‚
m
. K





















. C’est une isomeH trie








est ouverte et fermeH e. Ceci permet de
deH "nir une topologie meH trisable sur l’ensemble G" lim&"mGm .
Rappelons que G
m
posse‘ de une partie deH nombrable dense, l’ensemble des groupes marqueH s de
preH sentation "nie. Le lemme suivant est trivial et bien utile:
Lemme 2.2. Si C
0
est un groupe marqueH de preH sentation ,nite dons G
m





dont tous les eH leH ments sont des groupes quotients de C
0
.
De plus pour tout groupe marqueH C de G
m







) r et les boules de G
m
de centres C et C
0
et de rayon r conKncident.










,2 , rk ).
Alors pour un sous-groupe normal N de ‚
m
, il su$t que N comKncide avec N
0
sur une boule de rayon




soit inclus dans N, c’est-a‘ -dire pour que ‚
m
/N







/N. La boule de centre C et de rayon r dans G
m
est formeH e des groupes
C@"‚
m
/N @ tels que N et N @ comKncident sur la boule B
Lm







(!ln(r)) convient alors. K
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Ce lemme fournit par exemple des points isoleH s de G
m
: les groupes marqueH s "nis, n’ayant qu’un
nombre "ni de quotients, et les groupes marqueH s simples de preH sentation "nie (il existe de tels
groupes in"nis).
On dira qu’une proprieH teH de groupe est ouverte (resp. fermeH e) dans G
m
si l’ensemble des groupes
marqueH s de G
m
veH ri"ant cette proprieH teH est ouvert (resp. fermeH ) dans G
m
.
Les proprieH teH s suivantes sont a‘ la fois ouvertes et fermeH es dans G
m
: la commutativiteH (le groupe
marqueH C"‚
m




] sont dans N pout
tout i, j)m), la nilpotence de degreH de nilpotence "xeH (le groupe marqueH C"‚
m
/N est nilpotent
de degreH de nilpotence au plus h si et seulement si les commutateurs [e
i1




Les proprieH teH s suivantes sont ouvertes dans G
m
: la "nitude, la nilpotence, le fait d’e( tre parfait, ou
le fait d’e( tre engendreH par k eH leHments, pour k donneH (voir la "n de la preuve du theH ore‘ me 1.3).
3. La relation d:isomorphisme et les transformations de Nielsen
A toute preH sentation d’un groupe correspond un groupe marqueH . Nous reformulons dans ce
paragraphe des reH sultats bien connus sur le proble‘ me d’isomorphisme des groupes preH senteH s par
geH neH rateurs et relations.
L’espace G
m


















Cette relation d’eH quivalence est compatible avec les injections i
m
et s’eH tend donc en une relation
d’eH quivalence sur G.
Notons que les classes d’eH quivalence de G
m
, donc aussi celles de G, sont deH nombrables: donner
un groupe marqueH ‚
m




revient a‘ donner un




, et il n’y en a qu’un nombre deH nombrable possible.
Nous allons voir que les classes d’eH quivalence de cette relation sur G sont les orbites d’un groupe
d’homeH omorphismes de G.
Un crite‘ re pour deH terminer si deux preH sentations de groupes deH "nissent des groupes isomorphes






, pour iOj)m, sur ‚
m













































(il a en fait donneH une preH sentation de Aut(‚
m
) ayant pour ensemble de geH neH rateurs ces
transformations. Voir par exemple [15]).
Tout automorphisme / de ‚
m
induit une bijection sur G
m









, pour tout entier n il















) comKncident sur la boule B
Lm
(n), et f induit un homeH omorphisme sur P (‚
m
) ).
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Les transformations de Nielsen de G
m
se prolongent naturellement a‘ G
m‘1
, donc a‘ G. Elles
y induisent des homeH omorphismes p, u, t
i,j
.
Le reH sultat suivant est classique, et nous en rappelons une preuve dans [3].
Proposition 3.1 (H. Tietze). ‚a relation d1e&quivalence sur G
m
a pour classes d1e&quivalence les
restrictions a‘ G
m
des orbites de Aut(‚
2m
) agissant sur G
2m
.
La relation d’eH quivalence surG
m
, et surG, est donc ouverte, c’est-a‘ -dire si O est un ouvert deG, le
satureH de O dans G est ouvert.
Rappelons en"n que le groupe Aut(‚
m
) agissant sur G
m
n’engendre pas la relation d’eH quivalence.







) il existe une in"niteH de groupes ‚
2
/N isomorphes a‘ C mais non eH quiva-
lents sous l’action de Aut(‚
2
).
4. G/&N:est pas standard








Supposons qu’il existe une application c :G
2
PR boreH lienne, constante sur les classes d’eH quiva-
lence et les seH parant. Prenons un mot w dans ‚
2
et un automorphisme g de ‚
2











/N (Mgi(w) pour i tel que e
i
"1N)
correspondant au groupe marqueH preH senteH par:
Sa, b D gi (w)"1 si et seulement si e
i
"1T.
Cela deH "nit une application / de M0, 1NZ dans G
2
. L’image par / du deH calage (&&shift11 ) surM0, 1NZ
est compatible avec la relation d’eH quivalence sur G
2
.
De plus / est boreH lienne pour la topologie usuelle sur M0, 1NZ. En e!et pour tout eH leHment r de ‚
2
,
le nombre de faions d’eH crire r comme produit de conjugueH s des mots gi (w) dans ‚
2
est deH nombr-
able. Donc pour tout r dans ‚
2








)N est un boreH lien de M0, 1NZ,
ce qu conclut.
Donc c 3/ : M0, 1N
ZPR est boreH lienne et constante sur les orbites du deH calage. Le deH calage eH tant
ergodique pour toute mesure de Bernoulli sur M0, 1NZ, par exemple B (1/2, 1/2) (mesure produit de
l’eH quiprobabiliteH sur M0, 1N), l’application c 3/ est constante sur un ensemble de mesure 1 donc non
deH nombrable. Or les classes de G
2
sont deH nombrables. Comme c seH pare ces classes, cela signi"e que
deux eH leHments de M0, 1NZ ont me(me image par / dans G
2
. Nous obtiendrons une contradiction en
montrant que pour un bon choix de w et g, l’application / est injective.
Supposons que w et g sont tels que les relateurs gi (w), i3N, sont a‘ petite simpli"cation C @(1/6).
Montrons qu’alors / est injective.
Par l’absurde, supposons que pour deux parties distinctes X et> de Mgi(we)N
i|Z
, les sous-groupes
normaux N(X) et N(>) sont eH gaux. Cela signi"e qu’il existe n tel que gn (w) s’exprime comme
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. Quitte a‘ composer par
une puissance de g, on peut supposer que les n
i
et n sont positifs. Mais l’algorithme de Dehn montre
qu’alors gn (w) contiendrait comme sous-mot la moitieH d’une des relations gni (w), ce qui est
impossible par hypothe‘ se de petite simpli"cation.
Pour achever la preuve du theH ore‘ me, il su$t donc de montrer le:
Lemme 4.1. ConsideHrons l1automorphisme g de ‚
2
deH ,ni par g (a)"ab2, g (b)"ab. Alors il existe un
eH leH ment w de ‚
2
tel que la famille des gi (w), i3N, est a‘ petite simpli,cation C @(1/6).
DeHmonstration. On va chercher un eH leHment w de ‚
2
dont l’eH criture reH duite est formeH e des seules
lettres a et b (c’est-a‘ -dire sans a~1, b~1 ), et tel que:
(1) w est a‘ petite simpli"cation C @(1/1000) avec lui-me(me.
(2) w ne contient pas de sous-mot de longueur plus grande que l
L2
(w)/2000, produit de mots ab
ou ab2.
Montrons que ces conditions entram(nent pour un mot w assez long que la famille des gi (w), i3N,
est a‘ petite simpli"cation C @ (1/6).
Notons tout d’abord que les eH critures reH duites des mots gi (w), pour i*0, ne contiennent que des
a et des b : il n’y a donc pas de sous-mot commun entre un tel mot et l’inverse d’un autre tel mot. De






Il reste a‘ eH tudier la simpli"cation entre gi(w) et gj(w) pour i, j’0. ConsideH rons une pie‘ ce
maximale (pour l’inclusion) q entre ces deux mots, de longueur l.
On suppose j*i. En composant par g~i, a‘ la pie‘ ce q correspond une pie‘ ce p (eH ventuellement










En e!et en composant par g, la pie‘ ce p entre w et g j~i(w) devient une pie‘ ce bg(p)ab entre g(w) et
gj~i‘1(w). En composant i fois par g, on obtient la relation preH ceH dente.
DeH terminons la croissance de la longueur d’un mot x, ne contenant ni a~1 ni b~1, sous l’action



































nombre de lettres b dans gk(a) (resp. gk (b)). Notons a
k
la longueur du mot gk(a) et b
k
la longueur du
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, ou‘ a (w) et b (w) deH signent les nombres de a et
de b dans w. On sait d’apre‘ s (2) que w est a‘ simpli"cation infeH rieure a‘ 1/1000 avec gj~i(w), donc que











































(w)"a (w)#b (w)*1000, la simpli"cation entre gi (w) et g j(w) est infeH rieure a‘ 1/10.
Il reste a‘ trouver un mot de longueur supeH rieure a‘ 1000 satisfaisant aux conditions (1) et (2). Il est
en fait facile de veH ri"er que parmi les mots de longueur donneH e, la proportion de ceux satisfaisant
aux conditions (1) et (2) tend vers 1 quand cette longueur tend vers l’in"ni. Mais il su$t de donner
un tel mot : consideH rons le mot w"abab22abn~1abn. Sa longueur est n2/2#3n/2. Sa plus grande
pie‘ ce avec lui-me(me est bn~2abn~1 de longueur 2n!2 et le plus grand sous-mot en ab et ab2 est
abab2ab2 de longueur 8. Donc pour n assez grand ce mot statisfait aux conditions (1) et (2). K
5. Un theH ore‘ me d:approximation




Nous allons rappeler ici la theH orie de petite simpli"cation relative dans un groupe hyperbolique.
Cette notion a eH teH introduite par M. Gromov dans [12] a"n de geH neH raliser des constructions de
groupes in"nis de torsion faites par A. Y. Ol’shanskii. Nous renvoyons a‘ [3, 5, 10, 15, 17] pour des
exposeH s plus deH tailleH s de petite simpli"cation classique ou relative.
ConsideH rons C"‚
m
/N un groupe d-hyperbolique pour la meH trique associeH e a‘ son syste‘ me
geH neH rateur privileH gieH .
On notera xPxN la projection de ‚
m
sur C. Un mot du groupe libre deH signera toujours un mot
reH duit. Un mot du groupe libre ‚
m
est dit geH odeH sique dans C si c’est une eH criture geH odeH sique de
l’eH leHment correspondant dans C. De me(me on dit qu’un mot du groupe libre ‚
m
est minimal dans sa
classe de conjugaison dans C si c’est l’eH criture geH odeH sique d’un mot de C de longueur minimale dans
sa classe de conjugaison. On confondra parfois par abus de langage un mot du groupe libre et son
image dans C. En particulier un conjugueH cyclique d’un eH leHment de C signi"era l’image dans C d’un
conjugueH cyclique d’une eH criture geH odeH sique de cet eH leHment.
DeH 5nition 5.1. Soit d3R‘. Soit x et y deux mots du groupe libre ‚
m
minimaux dans leurs classes de
conjugaison dans C.
On appelle d-pie‘ ce de x par rapport a‘ y (relativement au groupe C) tout sous-mot p d’un conjugueH
cyclique de x tel qu’il existe u, v dans ‚
m
et un sous-mot q d’un conjugueH cyclique de y veH ri"ant:






(v) d, pN "uqv et si x@ et y@ sont les conjugueH s cycliques de x et y commeniant
respectivement par p et par q, alors x@Ouy@u~1.
Notons qu’en faisant d"0 et C"‚
m
, nous obtenons la deH "nition classique d’une pie‘ ce entre
deux mots du groupe libre ‚
m
. On parlera par abus de langage de d-pie‘ ce (relative) entre x et y.
Soulignons aussi la condition de non-conjugaison dans la deH "nition preH ceH dente: elle correspond
a‘ la condition de diagramme reH duit en theH orie classique de petite simpli"cation, s’illustrant par
exemple par le fait que dans le groupe libre, pour tout mot p et tout entier n, le mot p n’est pas une
pie‘ ce de pn avec lui-me(me.
Ainsi, dans le groupe hyperbolique ‚
2
]Z/2Z, tout eH leHment w de ‚
2
n’est pas une 1-pie‘ ce de
w avec lui-me(me, bien qu’on ait la relation w"awa~1 ou‘ a est un geH neH rateur de Z/2Z de
longueur 1.
De&5nition 5.2. Soit, d, j deux reH els positifs. Deux mots a et b (eH ventuellement eH gaux) du groupe
libre ‚
m
minimaux dans leurs classes de conjugaison dans C sont dits a‘ d-simpli,cation infeH rieure






Cette deH "nition, preH cisant les ideH es de Gromov, a eH teH obtenue, indeH pendament et par des
meH thodes tre‘ s di!eH rentes, dans [3], par T. Delzant dans [7] et par A. Y. Ol’shanskii dans [19]. Le
theH ore‘ me suivant est presque eH nonceH dans [13], paragraphe 5.5.F, et nous avons tenteH de suivre les
indications de M. Gromov pour en donner une preuve dans [3, 4].
TheH ore‘ me 5.3 (M. Gromov). Soit C un groupe d-hyperbolique. Il existe des (grandes) constantes i et
C (ne deH pendant que de d) telles que: si r
1
,2, rk sont des mots du groupe libre ‚m , minimaux dans leur





sont a‘ 2d-simpli,cation infeH rieure a‘ 1/i, alors le quotient C/N (rN
1








En fait, on montre dans [4] le reH sultat suivant dont se deH duit aiseHment le theH ore‘ me:
Algorithme de dehn relatif. Avec les hypothe‘ ses du theH ore‘ me preH ceH dent, si un mot non-trivial w du
groupe libre ‚
m
geH odeH sique dans C se projette sur l1eH leH ment neutre dans le quotient C/N(rN
1
,2, rN k ),
alors il partage dans C une 2d-pie‘ ce avec l1un des mots r
i
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Comme dans la theH orie classique de petite simpli"cation (voir [5]), la constante 9/10 de cet
algorithme est fonction de la condition de petite simpli"cation : augmenter i permet d’augmenter
cette constante.
DeH 5nition 5.4. Dans un groupe hyperbolique C, on dira d’eH leHments c
1
,2 , ck de C qu’ils sont
a‘ petite simpli,cation relative si des eH leHments de longueurs minimales dans leurs classes de
conjugaison posse‘ dent des eH critures geH odeH siques r
1
,2 , rk qui veH ri"ent les conditions du
TheH ore‘ me 5.3.
Notons que si les eH critures geH odeH siques des conjugueH s de longueurs minimales des c
1
,2 , ck
veH ri"ent une condition de petite simpli"cation avec un coe$cient i@ leH ge‘ rement supeH rieur a‘ i (par
exemple i@*i#100d/C), alors toutes les autres eH critures geH odeH siques de ces conjugueH s veH ri"eront
les conditions du TheH ore‘ me 5.3. En e!et les pie‘ ces entre des eH critures geH odeH siques di!e‘ rentes de
deux me(mes eH leHments de C ont des longueurs qui di!e‘ rent d’au plus 4d, ce qui est tre‘ s petit devant
la longueur des eH leHments.
Le lemme suivant montre comment preH server la propieH te d’e( tre non eH leHmentaire par passage au
quotient par des eH leHments a‘ petite simpli"cation relative:
Lemme 5.5. Soit C un groupe hyperbolique et c
1
,2 , ck des eH leH ments a‘ petite simpli,cation relative
de C. Alors le sous-groupe de C engendreH par c
1
,2 , ck est un groupe libre.
Plus geH neH ralement, si k*2, le sous-groupe de C/N(c
1
,2 , ck~2) engendreH par les images de ck~1
et c
k




sont ni eH gaux ni inverses, ce groupe est non cyclique et ainsi le groupe
C/N(c
1
,2 , ck~2) est non eH leH mentaire.
DeHmonstration. La premie‘ re proprieH teH reH sulte de ce que tout mot reH duit en les c
1
,2, ck est
quasi-geH odeH sique dans C, voir par exemple [10, p. 92, TheH ore‘ me 16].







,2 , ck~2) doit e( tre trivial dans C. K
Une conseH quence importante du TheH ore‘ me 5.3 et son corollaire, utiliseH e par M. Gromov, est la
suivante:
Corollaire 5.6. Soit C un groupe hyperbolique et c
1
,2 , ck des eH leH ments a‘ petite simpli,cation relative
de C. ‚es eH leH ments de C de longueurs infeH rieures a‘ 9 inf
i
lC (ci )/10 ne sont pas triviaux dans le quotient,
c1est-a‘ -dire l1application quotient de C sur C/N(c
1
,2 , ck ) est injective sur la boule de rayon
9 inf
i
lC (ci)/10 de C.
L’ideH e de M. Gromov, prolongeant les ideH es d’Ol’shanskii dans [16], est, partant d’un
groupe hyperbolique quelconque, de faire une suite de quotients par des eH leHments a‘ petite
simpli"cation relative sans modi"er une partie "nie "xeH e, et ainsi de construire des groupes (par
exemple in"nis de torsion) par limite inductive. Notre interpreH tation du corollaire dans l’espace
G
m
est que le groupe et son quotient y sont proches, et la limite &&ensembliste’’ devient une limite
&&topologique’’.
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Le proble‘ me (qui induit de leH ge‘ res impreH cisions dans [12]) va e( tre de trouver des eH leHments
a‘ petite simpli"cation relative dans un groupe hyperbolique, et nous allons voir que certains
eH leHments de torsion peuvent creH er une obstruction (ce pheH nome‘ ne a eH teH constateH indeH pendamment
par l’auteur dans [3] et par Ol’shanskii dans [20]).
5.1. Le centre virtuel
On suppose dans ce paragraphe que C est un groupe quotient de ‚
m
, hyperbolique et non
eH leHmentaire. Le but de ce paragraphe est le Lemme 5.9. Ce lemme est analogue aux lemmes
statistiques du paragraphe 4.1 de [5], et permettra de trouver des eH leHments a‘ petite simpli"cation
relative dans un groupe hyperbolique. Notons qu’il ne sera appliqueH dans la suite qu’a‘ des groupes
hyperboliques a‘ centralisateurs cycliques, pour lesquels la preuve serait un peu plus simple.
Soit c un eH leHment de C. Notons ZC (c) le centralisateur de c dans C et ZC (A) le central-isateur
d’une partie A de C.
On pose:
Z7*35 (C)"Mc3C DZC (c) est d’indice "ni dans CN
C(C)"ZC(Z7*35(C)).
Z7*35(C) est donc l’ensemble des eH leHments de C qui n’ont qu’un nombre "ni de conjugueH s, et
contient le centre Z (C) de C.
Rappelons que le centralisateur d’un eH leHment hyperbolique de C (c’est-a‘ -dire un eH leHment d’ordre
in"ni) est virtuellement in"ni cyclique (voir [10]). Donc tout eH leHment de Z7*35(C) est de torsion
dans C. Comme il n’y a qu’un nombre "ni de classes de conjugaison d’eH leHments de torsion dans
C, Z7*35 (C) est un sous-groupe (distingueH ) "ni de C.
Donc C (C) est un sous-groupe (distingueH ) d’indice "ni de C.
Notons qu’un groupe hyperbolique C non eH leHmentaire a‘ centralisateurs cycliques a un centre
virtuel trivial, et C"C(C).
Une caracteH risation geH omeH trique de Z7*35 (C), qui m’a eH teH signaleH e par F. Haglund, est donneH e par
la proposition suivante.
Proposition 5.7. Z7*35(C) est l1ensemble des eH leH ments de C dont l1action sur le bord de C est triviale.









est de longueur borneH e, donc lc
n
l~1 converge vers a.
ReH ciproquement, l’ensemble des eH leHments de C dont l’action sur le bord est triviale est un
sous-groupe de C qui ne contient que des eH leHmentss de torsion, donc qui est "ni (voir par exemple
[10], Chap. 8, Theorem 37). C’est un sous-groupe distingueH de C, donc ses eH leHments n’ont qu’un
nombre "ni de conjugueH s. K
Corollaire 5.8. Z7*35 (C/Z7*35(C))"1.
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DeHmonstration. C/Z7*35(C) est quasi-isomeH trique a‘ C et l’homeH omorphisme entre leurs bords
commute avec l’action de C. K
Remarque. Si c3C!C (C), alors c n’est pas a‘ petite simpli"cation relative dans C. En e!et, il existe
l3Z7*35(C) tel que clc~1Ol. Donc si d"supMlC (l), lC(clc~1) ‘, ceci signi"e exactement que toute
eH criture geH odeH sique de c est une d-pie‘ ce avec lui-me(me! Notons que dans le quotient C/N(c), les
(petits) eH leHments l et clc~1 sont identi"eH s.
Or C!C (C) est non vide de‘ s qu’il existe un eH leHment non-central dans Z7*35(C). Des produits
directs de groupes hyperboliques avec des groupes "nis non-abeH liens posse‘ dent de tels eH leHments. Il
apparam( t ainsi qu’il pourrait e( tre non-trivial de trouver des eH leHments a‘ petite simpli"cation relative
dans un groupe hyperbolique.
Rappelons qu’un eH leHment de C es dit primitif s’il n’est pas puissance non triviale d’un eH leHment
de C.
Lemme 5.9. Pour tout entier k*1 et pour tout j(1, la proportion, parmi tous les k-uplets d1eH leH ments
de longueur n de C(C), de k-uplets d1eH leH ments primitifs a‘ simpli,cation relative infe& rieure a‘ j dans
C tend vers 1 quand n tend vers l1in,ni.
Ainsi si C est a‘ centralisateurs cycliques, la proportion dans C de k-uplets d1eH leH ments primitifs de
longueur n a‘ simpli,cation relative infeH rieure a‘ j tend vers 1 quand n tend vers l1in,ni.
Autrement dit si on prend k eH leHments de longueurs assez grandes &&au hasard’’ dans un groupe
hyperbolique C a‘ centralisateurs cycliques, ils seront primitifs et a‘ petite simpli"cation relative
(comparer aux reH sultats de [5]). On dira que ces proprieH teH s sont asymptotiquement presque suL res
dans C.
DeHmonstration. Montrons tout d’abord le lemme pour k"1.
Le nombre d’eH leHments de C de longueur n est eH quivalent a‘ c ) on, et majoreH par C ) on, ou‘ c et
C sont des constantes et o est le coe$cient de croissance exponentielle du groupe pour la
preH sentation donneH e: ceci reH sulte de la proprieH teH de Markov des groupes hyperboliques (voir
[2, 6, 10, 12]). Le nombre d’eH leHments de C(C) de longueur n est donc eH quivalent a‘ c@ ) on avec
c@"c/[C : C(C)], et on peut le minorer par C @ ) on pour une constante C @.
Pour commencer notons que dans un groupe a‘ croissance exponentielle, la proportion
d’eH leHments non primitifs de longueurs infeH rieures a‘ n tend vers 0 quand n tend vers l’in"ni (avec les
notations preH ceH dentes, elle est infeH rieure par exemple a‘ n2o~n@2 pour n assez grand).
Pour montrer le theH ore‘ me, il su$t donc de majorer le nombre d’eH leHments c dans C(C) de
longueur n dont une eH criture geH odeH sique g posse‘ de une 2d-pie‘ ce de longueur jn avec elle-me(me ou
avec son inverse (noter qu’une pie‘ ce entre des eH critures geH odeH siques de conjugueH s de longueur
minimale de c correspond a‘ une pie‘ ce de g avec lui-me(me). Supposons qu’il existe un sous-mot
p d’un conjugueH cyclique de g et p@ un sous-mot d’un conjugueH cyclique de gB1 dont leurs images
sont 2d-proches dans C (dans un premier temps on ne se preH occupe pas de savoir si p est




le sous-mot p!p@ de p dans g.
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Fig. 2.








)"l. Pour deH terminer une
eH criture geH odeH sique de l’eH leHment c (pas neH cessairement g), il faut choisir:
d Les places des origines de p et p@. Cela fait au plus n2 choix et l est alors deH termineH e.
d Les eH leHments de C correspondant aux mots obtenus en enlevant p et p@ de l’eH criture de g. Il
y a au plus C3 )on~jn~l choix.
d L’eH leHment aN
0
. Il y a au plus C ) ol choix.
d L’eH leHment aN
0
deH termine a‘ 2d pre‘ s l’eH leHment de C correspondant au sous-mot a
1
formeH des
l premie‘ res lettres de p@, c’est-a‘ -dire le sous-mot de p formeH des l premie‘ res lettres apre‘ s a
0
. Ceci
reH sulte du choix de deux eH leHments de longueur au plus 2d dans C, soit au plus C2 ) o4d. De
me(me aN
1
deH termine a‘ 2d pre‘ s l’eH leHment de C correspondant a‘ un sous-mot a
2
de p. En iteH rant ce
proceH deH , on obtient qu’il y a au plus (C ) o2d )1‘l(p)@l"(C )o2d )1‘jn@l choix pour p et p@.
Finalement la proportion d’eH leHments de C(C) de longueur n a‘ 2d-simpli"cation supeH rieure
a‘ j dont les pie‘ ces d’une eH criture geH odeH sique sont espaceH es de l est infeH rieure
a‘ C5C@~1o2dn2Cjn@lo2djn@l~jn.
Cela signi"e que si l est supeH rieure a‘ logC/logo#2d, cette proportion tend vers 0 quand nPR
(ce reH sultat n’est pas surprenant si on le compare au cas habituel de petite simpli"cation, voir [5]
Lemme 4.4).
Il reste a‘ eH tudier le cas ou‘ p et p@ sont des sous-mots de g a‘ distance l (dans cette eH criture)
infeH rieure a‘ logC/logo#2d.
Remarque. C’est la‘ que l’appartenance des eH leHments a‘ C (C) va intervenir. Un exemple de pie‘ ces peu
eH loigneH es dans l’eH criture d’un mot (en fait avec l"0 !) est donneH par la situation suivante:
supposons que trois mots w, a et u du groupe libre ‚
m
sont tels que uN commute avec wN mais pas avec
aN dans C, et que l
Lm
(u) 2d. Alors w est une 2d-pie‘ ce de wa avec lui-me(me dans C. Des exemples
simples de tels eH leHments (eH galement rappeleH dans [20]) sont les eH leHments du groupe hyperbolique
Z * (‚2]Z/2Z) de la forme wa, ou‘ w est un mot quelconque de ‚2 et a par exemple un geH neH rateur
de Z.
Notons ici que le cas ou‘ p@ est un sous-mot d’un conjugueH cyclique de g~1 se traite comme le cas

















de longueur (environ) moitieH de la longueur de p ou p@, on peut alors trouver une
moitieH p
i
de p et une moitieH p@
j
de p@ qui sont des pie‘ ces entre g et g~1 et qui sont disjointes (donc tre‘ s
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espaceH es) dans l’eH criture g de c. Ainsi le me(me calcul que preH ceH demment montre que la proportion
d’eH leHments de C posseH dant une pie‘ ce avec son inverse tend exponentiellement vers 0. Notons que
cela montre de plus qu’asymptotiquement presque su( rement, un eH leHment de C n’est pas conjugueH
a‘ son inverse.
Notons A"log C/logo#2d. Nous sommes donc ameneH s a‘ eH tudier la proportion de mots p du
groupe libre geH odeH siques dans C, de longueur r"jn et tels qu’il existe des mots u et v du groupe
libre de longueur infeH riere a‘ A veH ri"ant: pN "upv, et gN @Oug@u~1 pour le conjugueH cyclique g@ de
g commeniant par p.
Prenons un tel mot p. Si B deH signe le nombre d’eH leHments de la boule de rayon A dans C, il y a un
sous-mot q de p de longueur au moins r/B qui commute, dans C, avec un mot x de longueur
infeH rieure a‘ A.
Or le centralisateur de xN dans C est d’indice in"ni dans C, car gN 3C(C) et xN ne commute pas avec
un conjugueH cyclique de g6 . Donc la proportion d’eH leHments de longueur r/B dans le centralisateur de
xN tend vers 0 quand r tend vers l’in"ni. Comme il n’y a qu’un nombre "ni de mots x de longueur
infeH rieure a‘ A, cela termine la preuve du cas l)A. Le lemme est montreH pour k"1.
Pour k*2, il faut en plus compter le nombre de couples d’eH leHments distincts de C qui partagent
une (grande) pie‘ ce relative. Mais il est facile de veH ri"er (comme dans la Proposition 4.3 de [5]) que
la proportion de tels couples de mots tend vers 0 quand leur longueur n tend vers l’in"ni: une
grande partie (correspondant a‘ la pie‘ ce) d’une eH criture du deuxie‘ me eH leHment est deH termineH e par le
premier eH leHment. K
Ce lemme montre donc, avec le TheH ore‘ me 5.3 et le Lemme 5.5, le reH sultat suivant:




est un ensemble de Cantor.
Notons pour "nir une autre conseH quence de l’existence d’eH leHments a‘ petite simpli"cation dans un
groupe hyperbolique:
Proposition 5.11. ED tant donneH un groupe hyperbolique quelconque C
0
, tout groupe hyperbolique




DeHmonstration. Prenons des geH neH rateurs a
1
,2 , ak de C0 et des eH leHments c1 ,2, ck de C, minimaux
dans leurs classes de conjugaison et a‘ simpli"cation relative infeH rieure a‘ 1/3i ou‘ i est la constante
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du TheH ore‘ me 5.3 pour le groupe hyperbolique C
0 *
C. On peut supposer les c
i
primitifs et que pour




ne sont pas conjugueH s. On peut de plus supposer (voir la preuve du
Lemma 5.9) qu’aucun des eH leHments c
i
n’est conjugueH a‘ son inverse c~1
i
.






C sont a‘ petite simpli,cation relative dans
ce groupe hyperbolique.
DeHmonstration. Choisissons des eH critures geH odeH siques g
i
des eH leHments c
i
. On identi"era les a
i
avec
les mots du groupe libre correspondant.
































de longueurs supeH rieures a‘ 1/3i ()1/2i!1)




w pour un mot w de


















sont conjugueH s, et les hypothe‘ ses imposent alors
que i"j, et la pie‘ ce est entre g
i
et lui-me(me.
Remarque. Notons que si C n’eH tait pas a‘ centralisateurs cycliques, cette situation serait possible,
car g
i




et lui-me(me de‘ s qu’un eH leHment de longueur petite de
C commute avec g
i
et pas avec a
i
. Dans un groupe a‘ centralisateurs cycliques, cela ne peut se
produire si c
i
est primitif, ce qu’on va exprimer maintenant.
On a donc obtenu que deux conjugueH s cycliques de c
i
sont conjugueH s dans C par le mot u de









t~1)u~1, c’est-a‘ -dire c
i
et sut commutent. Donc C eH tant a‘ centralisateurs cycliques
et c
i
eH tant primitif, cela donne sut"1 ou sut"cB1
i
. Or s est le deH but d’une eH criture geH odeH sique
de c
i




(s) (1!1/3i)lC (ci ).
Cela est aussi vrai pour t~1, donc l
Lm
(t) (1!1/3i)lC(ci ). Donc si sut"cB1i , alors s et t
sont de longueurs supeH rieures a‘ lC (ci )/3i!2d. Mais sut"ci devient alors impossible car alors
c
i
posse‘ de une eH criture commeniant par t~1 et "nissant par t, ce qui contredit le fait que c
i
est
minimal dans sa classe de conjugasion, et de me(me sut"c~1
i
est impossible pour le me(me
raisonnement sur s.








t~1)u~1, qui exprime exactement que
r
i











,2, akck ) est hyperbolique. Or l’algorithme de Dehn geH neH raliseH montre que
dans le quotient, il n’y a pas de relation entre les images des geH neH rateurs a
1
,2 , ak autres que celles
veH ri"eH es dans C
0
. Autrement dit C
0
s’injecte bien dans le quotient. K
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5.2. CreH ation de torsion
Dans ce paragraphe nous montrons l’existence d’eH leHments a‘ petite simpli"cation relative tre‘ s
di!eH rents de ceux trouveH s dans le paragraphe preH ceH dent, puisque non primitifs (donc statistique-
ment tre‘ s rares).
Lemme 5.13. Soit C un groupe d-hyperbolique, et i la constante donneH e par le „heH ore‘ me 5.3. Soil c un
eH leH ment hyperbolique de C et n un entier supeH rieur a‘ lC (c)#2d tel que N"n! est supeH rieur au nombre
d1eH leH ments de la boule de C de rayon i L lC(c). Alors toule puissance non triviale de l’eH leHment cN est
a‘ petite simpli"cation relative dans C.
DeHmonstration. Montrons que cN est un eH leHment a‘ petite simpli"cation relative dans C (on ferait de
me(me pour ses puissances).
Par l’absurde, supposons que cN partage une 2d-pie‘ ce avec lui-me(me, de longueur supeH rieure
a‘ NlC (c)/i. On peut &&approximer’’ ces pie‘ ces par des puissances de c : il existe a, b3C et des entiers
k, l, supeH rieurs en valeur absolue a‘ N/i, tels que ck"aclb, les longueurs lC (a), lC (b) eH tant infeH rieures
a‘ lC(c)#2d, et cNOacNa~1.
Si k et l sont de me(me signe, c’est-a‘ -dire si la pie‘ ce est entre cN et lui-me(me, (resp. si k et l sont de
signe contraire, c’est-a‘ -dire si la pie‘ ce est entre cN et son inverse), alors pour tout i)k, l, les
eH leHments ciac~i (resp. ciaci) sont de longueurs infeH rieures a‘ lC (c)#4d. Donc il existe i et j, infeH rieurs
au cardinal de la boule de rayon lC(c)#4d de C, tels que ciac~i"cjac~j. Mais i!j divise N, donc
a commute avec cN, ce qui contredit l’hypothe‘ se. K
En terme de distance dans l’espace G
m
, cela signi"e:
Corollaire 5.14. Pour tout groupe hyperbolique C marqueH de G
m
et tout mot g de ‚
m
, il existe un
groupe hyperbolique arbitrairement proche (donc quotient) de C dans G
m
dans lequel l1image de g est
de torsion.
5.3. StabiliteH au quotient
Le but de M. Gromov dans [12] et le no( tre est de faire une succession de quotient de groupes
hyperboliques par des eH leHments a‘ petite simpli"cation relative. Mais nous avons vu que l’existence
de grands centralisateurs posaient des proble‘ mes a‘ l’existence d’eH leHments a‘ petite simpli"cation
relative.
Or comme souligneH par Ol’shanskii (voir [20] par exemple p. 369), l’opeH ration de quotient d’un
groupe hyperbolique par la puissance d’un eH leHment hyperbolique est susceptible de faire &&crom( tre’’ le
centralisateur de certains eH leHments ( je remercie a‘ ce propos Ol’shanskii de m’avoir signaleH une
erreur dans une preH ceH dente version de cet article).




est que les proprieH teH s d’e( tre sans
torsion et d’e( tre a‘ centralisateurs cycliques vont e( tre stables par passage au quotient par certains
eH leHments a‘ petite simpli"cation (geH neH riques).
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DeH 5nition 5.15. Soit C un groupe hyperbolique. Un e[le[ments c de C est dit super-primitif s’il ne





(p@ ) supeH rieures a‘ lC (c )/100 et pN @"upB1v (dans C), pour certains mots u et v de ‚m de longueurs
infeH rieures a‘ 2d.
Soulignons une di!eH rence entre e( tre super-primitif et ne pas avoir de grande pie‘ ce avec soi-me(me:
dans la deH "nition preH ceH dente les sous-mots p et p@ ne seraient pas neH cessairement des pie‘ ces de c si
celui-ci veH ri"ait la relation de commutation. Notons eH galement qu’e( tre super-primitif force bien su( r
a‘ e( tre primitif. En"n il est clair que les eH leHments de C sont asymptotiquement presque su( rement
super-primitifs.
Le lemme suivant est une conseH quence tre‘ s simple de l’algorithme de Dehn geH neH raliseH (c’est une
geH neH ralisation d’un reH sultat bien connu pour des groupes a‘ petite simpli"cation C @ (1/6), voir [15, p.
281; 5, p. 245]).
Lemma 5.16. Soit C un groupe hyperbolique, c
1
,2 , ck des eH leH ments super-primitifs a‘ petite simpli,-
cation relative dans C. Alors tout eH leH ment de torsion dans le quotient C*N(c
1
,2, ck) est image d1un
eH leH ment de torsion de C. En particulier si C est sans torsion, C/N(c
1
,2 , ck ) est sans torsion.
Notons que de tels quotients sans torsion sont obtenus par Ol’shanskii dans le theH ore‘ me 2 point
7 de [20].
DeHmonstration. Il su$t de montrer le lemme pour les eH leHments de C@"C/N(c
1
,2, ck ) minimaux
dans leurs classes de conjugaisons. Soit c@ un tel eH leHment de torsion de C@. Prenons un eH leHments c de
C tel que c6 "c@ (on notera aussi cPc6 la projection de C dans C@) et de longueur minimale pour
cette proprieH teH . Notons g une eH criture geH odeH sique de c. L’algorithme de Dehn pour une eH criture
geH odeH sique de la relation c6 n"1 (proche de gn car c est neH cessairement minimal dans sa classe de
conjugaison) montre qu’une eH criture geH odeH sique d’un relateur c
i
doit partager une 2d-pie‘ ce, de
longueur supeH rieure au 9/10 de la longueur de c
i
, avec cn. Or la pie‘ ce de c
i
ne peut e( tre 2d-proche
d’un seul conjugueH cyclique de c dans C, sinon en remplaiant dans une eH criture de ce conjugueH de
c la pie‘ ce de c
i
par le 1/10 restant, on trouverait une preH image de c@ dans C de longueur infeH rieure
a‘ celle de c, ce qui est contraire aux hypothe‘ ses (voir aussi la theH orie classique de petite
simpli"cation et [5, Lemme 4.8]).
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Cet argument de simpli"cation montre que c est de longueur infeH rieure a‘ lC(ci) /2#50d. Ainsi la
pie‘ ce de c
i
avec cn est 2d-proche d’une partie de cn contenant deux fois un me(me &&sous-mot’’ (a sur la
"gure) de cn de longueur supeH rieure a‘ lC(ci )/20, ce qui contredit que ci est super-primitif. K
On veH ri"erait facilement qu’un groupe a‘ petite simpli"cation C @(1/6) est a‘ centralisateurs
cycliques, par une preuve semblable a‘ celle du reH sultat suivant:
Lemma 5.17. Soit C un groupe hyperbolique a‘ centralisateurs cycliques, c
1
,2, ck des eH leH ments
super-primitifs a‘ petite simpli,cation relative dans C et de longueurs assez grandes (par exemple
supeH rieures a‘ 1010d). Alors C/N(c
1
,2, ck ) est a‘ centralisateurs cycliques.
DeHmonstration. Supposons qu’un eH leHment a@ de C@&C/N(c
1
,2 , ck ) ait un centralisateur non-
cyclique. Supposons d’abord l’eH leHments a@ hyperbolique, donc ce centralisateur virtuellement in"ni
cyclique. On peut alors trouver un eH leHment de torsion b@ (rappelons qu’un groupe virtuellement
in"ni cyclique sans torsion est in"ni cyclique) qui commute avec a@. On peut supposer b@ minimal
dans sa classe de conjugaison dans C@. D’apre‘ s le lemme preH ceH dent on peut trouver un eH leHment de
torsion b et un eH leHment a de C d’images b@ et a@ dans C@. On peut supposer a et b de longueurs
minimales pour cette proprieH teH . Ainsi b est minimal dans sa classse de conjugaison et de torsion,
donc de longueur infeH rieure a‘ 100d (voir par exemple [6, p. 103]), ce qui est tre‘ s petit devant la
longueur des relations c
i
.
Les eH leHments a et b de C ne peuvent commuter sinon ils engendreraient un groupe cyclique, ce
qui est impossible. Prenons un diagramme associeH a‘ aba~1b~1"1 dans C@ (voir Fig. 5).
L’algorithme de Dehn relatif montre qu’une eH criture geH odeH sique d’un relateur c
i
doit partager une
2d-pie‘ ce de longueur supeH rieure aux neuf dixie‘ mes de sa longueur avec aba~1b~1. Notons que
b eH tant de longueur petite, ce quadrilate‘ re ressemble a‘ un bigone, dont la forme dans un groupe
quotient est donneH e dans [4] (voir aussi [5]). Quitte a‘ remplacer a (et alors b) par un de ses
conjugueH s, on peut voir la pie‘ ce dans un &&coin’’ b de ce quadrilate‘ re, comme sur la "gure 5.
Ainsi une eH criture geH odeH sique de c
i
partage deux pie‘ ces disjointes et de grande longueur (avec
l’hypothe‘ se du lemme, supeH rieure a‘ lC (ci)/100) avec une me(me partie d’une eH criture de a (le deH but de
a dans la "gure). Cela contredit le fait que c
i
est super-primitif.
Supposons maintenant que le centralisateur d’un eH leHment de torsion b@ de C@ est non cyclique. En
prenant dans C une preH image de longueur minimale pour chacun des eH leHments de ce centralisateur,
on peut trouver une parmi ces preH images qui ne commute pas avec la preH image b de b@ (sinon
ZC{
(b@) est l’image de ZC (b) donc est cyclique). Ceci ame‘ ne a‘ la me(me contradiction que preH ceH dem-
ment. K
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Concluons par la remarque suivante:




sont des ensembles de Cantor d1inteH rieur vide dans H
m
.




sont des ensembles de Cantor est conseH quence du Lemme
5.5 et des lemmes preH ceH dents.
Le fait que H45
m
est d’inteH rieur vide dans H
m
reH sulte du Lemme 5.13.
Montrons queH##
m




un groupe marqueH dansH##
m
. Pour un
entier n quelconque, prenons un groupe hyperbolique a‘ centralisateurs cycliques C dont la boule de
rayon n comKncide avec celle de C
0




de C a‘ petite simpli"cation
relative, de longueurs assez grandes (supeH rieures a‘ 2n et a‘ 1010d), minimaux dans leurs classes de
conjugaisons et non conjugueH s entre eux ni avec leurs inverses.









hyperbolique. En e!et on peut voir C@ comme le quotient du groupe hyperbolique C * (SaT]SbT),




"1 qui sont a‘ petite simpli"cation relative par
le Lemme 5.12.
Ainsi la boule de rayon n de C@ comKncide avec celle de C, mais C@ n’est pas a‘ centralisateurs




commutent dans C@ et y engendrent un groupe non cyclique
isomorphe a‘ Z/2Z]Z/2Z. En e!et d’apre‘ s l’algorithme de Dehn relatif, on ne peut avoir a"1, ni
b"1, ni a"b dans le quotient de C * (SaT]SbT) par les relations ac1"bc2"1. K
5.4. Quotients et sous-groupes d:un groupe hyperbolique
Le theH ore‘ me suivant est une preH cision de l’eH nonceH 5.5.A de M. Gromov dans [12].
TheH ore‘ me 5.19. Soit C un groupe hyperbolique non eH leH mentaire et sans torsion (resp. a‘ centralisateurs
cycliques), H
1
,2 , Hk des sous-groupes non eH leH mentaires de C.
Alors pour tout entier n, il existe un quotient hyperbolique non eH leH mentaire sans torsion (resp.
a‘ centralisateurs cycliques) C@ de C tel que:
d ‚es groupes H
i
se surjectent dans C@ par l1application quotient.
d la boule de rayon n de C s1injecte dans C@.
De plus C@ peut eL tre pris a‘ deux geH neH rateurs.
A.Y. O’shanskii a depuis proposeH dans [20] des reH sultats tre‘ s proches et m’y signale un oubli
dans une premie‘ re version du theH ore‘ me (eH nonceH 3.2.1 de [3]). Dans une certaine direction les
reH sultats d’Ol’shanskii sont plus complets: il donne une condition neH cessaire et su$sante
a‘ l’existence du quotient dans le theH ore‘ me en imposant des conditions aux sous-groupes H
1
,2 , Hk
pluto( t que la condition sur les centralisateurs dans C.
Ainsi la partie &&sans torsion’’ de notre theH ore‘ me reH sulterait simplement des theH ore‘ mes voisins 1 et
2 de [20]. En e!et dans un groupe hyperbolique non eH leHmentaire et a‘ centralisateurs cycliques C,
pour tout sous-groupe H de C non eH leHmentaire, les sous-groupes E(H) (au sens de [20]) et
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E(C)"Z7*35(C) sont triviaux, donc eH gaux. Par contre [20] ne concerne pas la partie &&a‘ central-
isateurs cycliques’’ de notre theH ore‘ me (essentiellement parce que les eH leHments a‘ petite simpli"cation
qui y sont utiliseH s sont d’un type particulier, non geH neH rique).
L’essentiel de notre preuve du theH ore‘ me reH side dans le Lemme 5.9.
DeHmonstration. Supposons tout d’abord k"1.
Le but est de montrer l’existence dans le sous-groupe H
1
de m#2 eH leHments g
1
,2, gm‘2 de




,2 , eN mgm , gm‘1 et gm‘2 sont a‘ petite
simpli"cation relative. En e!et si de tels eH leHments existent, notons tout d’abord que la restriction
a‘ H
1




,2 , eN mgm) est surjective. De plus le
TheH ore‘ me 5.3 et son corollaire montrent que le quotient est hyperbolique et que la boule de rayon
n de C s’injecte dans le quotient. En"n le groupe quotient est non eH leHmentaire. En e!et l’algorithme




ne veH ri"ent pas de relation dans le groupe
quotient, donc y engendrent un groupe libre.
Il reste donc a‘ constater le:











a‘ petite simpli,cation relative tend vers 1 quand n tend vers l1in,ni.











groupe C eH tant a‘ centralisateurs cycliques, la dernie‘ re partie de la preuve du Lemme 5.9 (cas des
eH leHments ayant des pie‘ ces proches dans une eH criture geH odeH sique) se simplife: en reprenant les
notations du lemme, le sous-mot q de longueur r/B commute dans C avec le mot x de longueur
borneH e, donc qN est puissance d’un eH leHment court de C et il y a une proportion neH gligeable de tels
eH leHments dans H
1
(voir aussi le Lemme 5.12). Notons d’autre part que le groupe H
1
n’est pas
neH cessairement hyperbolique (bien que dans nos applications il le sera toujours), et le nombre










n’est pas donc neH cessairement eH quivalent
a‘ une fonction de la forme c ) on. NeH anmoins comme H
1
est a‘ croissance exponentielle, ce nombre








arbitrairement proches et cela
su$t aux calculs du Lemme 5.9 (cela ne fait qu’augmenter la constante A du lemme). K







Pour montrer que le quotient C@ peut e( tre pris a‘ deux geH neH rateurs, il su$t d’appliquer ce qu’on
vient de montrer aux sous-groupes H
1
,2, Hk et ‚2 du produit libre ‚2 * C, en remarquant que‚
2 *
C est a‘ centralisateurs cycliques. K
5.5. Application aux groupes marqueH s
Soit C
1
,2 , Ck des groupes hyperboliques. Si C1 ,2 , Ck sont a‘ centralisateurs cycliques, le
produit libre C
1 *
2 * Ck l’est aussi.
Ainsi nous pouvons deH duire du paragraphe preH ceH dent le corollaire suivant.
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Corollaire 5.21. Soit C
1
,2 , Ck des groupes hyperboliques, sans torsion (resp. a‘ centralisateurs
cyliques) et non eH leH mentaires, et n un entier. Alors il existe un groupe hyperbolique C sans torsion (resp.
a‘ centralisateurs cycliques), non eH leH mentaire et a‘ deux geH neH rateurs, tel que:
d ‚es groupes C
i
se surjectent sur C.
d les boules de rayon n des C
i
s1injectent dans C (par les surjections preHceHdentes).
Appliquons ce reH sultat a‘ des groupes marqueH s C
1
,2 , Ck de Gm . Le groupe C obtenu par le
corollaire peut e( tre vu comme un quotient de C
1
, donc comme un groupe deG
m
marqueH par l’image
du syste‘ me geH neH rateur de C
1




. Par contre la surjection
d’un groupe C
i
, pour i*2, sur C n’envoie a priori pas les geH neH rateurs de C
i
sur ceux de C
(c’est-a‘ -dire C n’est pas a priori quotients des C
i
, il est seulement isomorphe a‘ de tels quotients), et




. Par contre le syste‘ me geH neH rateur de C
i
s’envoie sur
un syste‘ me geH neH rateur de C. Ce nouveau syste‘ me geH nerateur donne un autre marquage du groupe C,
c’est-a‘ -dire deH termine un point de la classe d’eH quivalence de C dansG
m
, et ce nouveau groupe marqueH
a exactement la me(me boule de rayon n que le groupe C
i
. Cela montre le theH ore‘ me suivant:
TheH ore‘ me 5.22. Soit C
1
,2 , Ck des groupes marqueH s de Gm , hyperboliques, sans torsion (resp.
a‘ centralisateurs cycliques) et non eH leH mentaires. Alors pour tout e’0, il existe un groupe marqueH
hyperbolique, sans torsion (resp. a‘ centralisateurs cycliques) et non eH leH mentaire C dans G
m
tel que les
groupes marqueH s C
1
,2 , Ck sont a‘ distance infe& rieure a‘ e de la classe d1eH quivalence de C dans Gm .
Bien su( r ce theH ore‘ me est aussi vrai dans G.










Montrons le TheH ore‘ me 1.2. Pour tout eH leHment a de ‚
m







de a dans ‚
m
/N est de torsionN.
Cet ensemble est clairement ouvert dans G
m
. De plus il est dense dansH
m
. En e!et consideH rons
C un groupe hyperbolique. Si aN n’est pas de torsion dans C, c’est un eH leHment hyperbolique de C. En
prenant un entier N comme dans le Lemme 5.13, l’eH leHment aN N est a‘ petite simpli"cation relative
dans C et le quotient de C par aN N est hyperbolique et proche de C dans G
m
.




est un Gd-dense de groupes marqueH s de torsion
deH
m
. Comme tous les eH leHments deH
m
sont des groupes marqueH s in"nis, cela ache‘ ve la preuve du
TheH ore‘ me 1.2.






L’intersection d’un nombre "ni de parties Gd denses eH tant une partie Gd dense, il su$t de montrer
la geH neH riciteH de chacune des proprieH teH s du theH ore‘ me.
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L’ensemble X
n
est ouvert dans H##
m







, tout point de H##
m
est a‘ distance infeH rieure a‘ d(e~n d’un nombre "ni de points de la
classe d’eH quivalence de ‚
m





de l’orbite dans G de cet eH leHment par un groupe d’applications continues. Cela
garantit que tout point d’un voisinage de ‚
m






est dense dans H##
m
. En e!et montrons d’abord que X
n
n’est pas vide. Pour cela on
conside‘ re les boules de rayon n#1 des groupes marqueH s de H#%
m
. Il y en a un nombre "ni et elles
sont donneH es par des groupes marqueH s hyperboliques a‘ centralisateurs cycliques C
1
,2 , Ck : tout
groupe marqueH de H##
m
est a‘ distance infeH rieure a‘ e~n~1 d’un de ces groupes. Le TheH ore‘ me 5.22
nous donne un groupe hyperbolique a‘ centralisateurs cycliques C tel que les groupes marqueH s
C
1




Pour montrer que X
n
est dense, il su$t de montrer que tout groupe hyperbolique non
eH leHmentaire a‘ centralisateurs cycliques C
0
peut e( tre approcheH par des eH leHments de X
n
. Pour cela, il
su$t, pout tout e(e~n~1, d’approcher a‘ distance infeH rieure a‘ e, gra( ce au TheH ore‘ me 5.22, les
groupes C
1
,2 , Ck et C0 par la classe d’eH quivalence d’une groupe C.
Finalement les ensembles X
n
sont des ouverts denses. Par le theH ore‘ me de Baire, leur intersection




Dans les preuves suivantes, nous serons parfois ameneH a‘ utiliser des groupes marqueH s deG qui ne
sont pas neH cessairement dans G
m
, parce qu’ils ont plus de m geH neH rateurs. Mais le reH sultat chercheH
portera sur des quotients de ces groupes, qui eux sont dans G
m
.







D le groupe B s’injecte dans ‚
m
/NN est un ouvert dense dans H##
m
. Pour cela,
consideH rons un groupe hyperbolique C a‘ centralisateurs cycliques. Le Corollaire 5.21 appliqueH aux
groupes C et ‚
2 *
B montre que pour tout n, il existe un quotient de C dans lequel les boules de
rayon n de C et de ‚
2 *
B s’injectent. En particulier si n est supeH rieur au cardinal de B, le groupe
B s’injecte dans le quotient. Cela montre la densiteH de Z
B







est un Gd-dense de groupes deH##m contenant tous les groupes "nis a‘ central-
isateurs cycliques.
(3) Montrons que l’ensemble des groupes hyperboliques a‘ centralisateurs cycliques ayant la
proprieH teH T de Kazhdan est un ouvert dense de H##
m
.
Prenons (comme dans [12]) un groupe ayant la proprieH teH T de Kazhdan, hyperbolique et sans
torsions C
T
, par exemple un sous-groupe sans torsion cocompact du groupe des isomeH tries de
l’espace hyperbolique quaternionique H
2
(H) (Kostant [14] a montreH que pour n*2, Sp(1, n)
posse‘ de la proprieH teH T; voir par exemple [13]). Etant donneH un groupe hyperbolique C quelconque
deH##
m
, le TheH ore‘ me 5.22 donne un groupe isomorphe a‘ un groupe quotient de C
T
, donc un groupe
ayant la proprieH teH T, qui est hyperbolique, a‘ centralisateurs cycliques et aussi proche que l’on veut
de C.
De plus un petit voisinage d’un groupe de preH sentation "nie ayant la proprieH teH T de Kazhdan ne
contient que des groupes ayant la proprieH teH T de Kazhdan, puisque quotients d’un groupe ayant la
proprieH teH T. Donc un voisinage ouvert de l’ensemble des groupes hyperboliques ayant la proprieH teH
T est un ouvert dense de groupes ayant la proprieH teH T.
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puisqu’il existe des classes d’eH quivalence denses et que la relation d’eH quivalence sature les ouverts.





geH neH rique. On pouvait ainsi voir la ProprieH teH 2 deH##
m
comme une conseH quence de la ProprieH teH 1,
car avoir un groupe "ni donneH comme sous-groupe est une proprieH teH ouverte.
(4) Pour toute paire (a, b) d’eH leHments de ‚
m






D les images de a, b
dans ‚
m
/N n’engendrent pas un groupe libreN.
Cet ensemble est ouvert dansH##
m
. Pour montrer qu’il est dense dansH##
m
, il su$t de constater
que dans tout groupe hyperbolique a‘ centralisateurs cycliques, si deux eH leHments c et c@ engendrent
un groupe libre, alors presque tout mot en c et c@ est super-primitif et a‘ petite simpli"cation relative
(cela reH sulte des me(mes calculs que pour la preuve du Lemme 5.9, apre‘ s changement des constantes
de croissance).
Remarque. Notons qu’on ne peut montrer comme pour le TheH ore‘ me 1.2 qu’un groupe geH neH rique
de H##
m
est de torsion, car l’opeH ration de quotient par un eH leHment non primitif ne preH serve pas
a priori la proprieH teH d’e( tre a‘ centralisateurs cycliques (voir l’exemple deH ja‘ citeH de [20, p. 369]).
(5) Il est clair qu’e( tre engendreH par deux geH neH rateurs est une proprieH teH ouverte dans G
m
: si un
groupe marqueH est engendreH par deux eH leHments, ses m geH neH rateurs privileH gieH s s’expriment comme
des mots en ces deux eH leHments.
De me(me e( tre parfait est un proprieH teH ouverte : un groupe est parfait si et seulement si ses





: le sous-groupe formeH des isomeH tries preH servant l’orientation du groupe du pavage du
disque de PoincareH par des triangles hyperboliques d’angles p/2, p/3, p/7.
(6) Soit G un groupe "ni. Il n’y a qu’un nombre "ni de morphismes surjectifs du groupe libre
‚
m
dans G. Notons N
1
,2 , Nk les noyaux correspondant a‘ ces applications. Un quotient C de‚
m
se surjecte dans G si et seulement si C"‚
m
/N et N est contenu dans l’un des noyaux
N
1
,2 , Nk . Donc C"‚m/N ne se surjecte pas sur G si et seulement si N contient pour tout
i"1,2 , k un eH leHment ai de ‚m!Ni . C’est donc une proprieH teH ouverte dans Gm , et il reste
a‘ montrer qu’elle est veH ri"eH e dans H45
m
pour conclure (il n’y a qu’un nombre deH nombrable de
quotients "nis de ‚
m
).
Or pour tout i"1,2 , k, le sous-groupe Ni est d’indice "ni dans ‚m . Donc quand n tend vers#R, la proportion de k-uplets de mots du groupe libre ‚
m









tend vers un nombre strictement positif. Or la proportion
de k-uplets (a
1




,2 , ak ) soit a‘ petite simpli"cation C @(1/6), non eH leHmentaire et sans torsion tend vers
1 quand n tend vers l’in"ni (Proposition 4.3 et Lemme 4.10 de [5]). Cela conclut.
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